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Anwendungsgebiete

Dieses Dokument wurde fiir Studierende im Ingenieurwesen (insbesondere Flugzeugbau und verwandte
Bereiche) erstellt. Es dient der Beschreibung der Verfahren, mit denen Flugh6hen oder auch -geschwindigkeiten
mittels des Luftdruckes oder der Luftdichte gemessen werden. Dabei wird die Unsicherheit der Messung
iiber die verwendeten Gleichungen deutlich.

Die thermodynamischen Grundlagen (etwa beziiglich des Temperaturgradienten, etc.) werden nicht be-
trachtet. Fir Beschreibungen der Atmosphérenphysik, der Meteorologie, etc. sind die hier angestellten
Betrachtungen nicht hinreichend.

Sofern nicht anders angegeben, sind alle Gréflen in den Grundeinheiten angegeben



Gesetzmalligkeiten

Die von 'normalen’ Flugzeugen genutzte untere Atmospharenschicht, in der auch Wetterphanomene auftreten,
die Troposphire, erstreckt sich bis in eine Hohe von 18 km am Aquator und 8 km am Pol. Die nachfol-
gende Beschreibung des atmosshérischen Druckes p bezieht sich ausschliellich auf diesen Bereich. In der
Literatur wird héufig eine Begrenzung auf 11 km Hohe angegeben.

Vereinfacht werde die maximal betrachtete Hohe - also nicht notwendigerweise der Giiltigkeitsbereich der
Gleichungen - zu

>hmax := 20000;

gesetzt.
Der Druck p einer Séule auf ihre Grundflidche A ergibt sich aus ihrer Gewichtskraft (als Produkt aus Masse
m und Erdbeschleunigung g) geteilt durch ihre Grundflache

_mg
P="
Der Druck nimmte also mit der Masse zu, so dass fiir verdnderliche Massen auch der Druck variabel
beschrieben sein muss. Es gilt also fiir differentiell kleine Verdnderungen

dp:%dm

Die Masse ist mittels der Gas-Molekiilmasse M und der Stoffmenge n beschreibbar

k
m =nM, mit My, = 28.91-10°—2-
mol

M
dpzjgdn

Aus dem universellen (und idealisierten) Gasgesetz

% =nR,,, mit R,, = 8.31441 J

kann die Stoffmenge im betrachteten Volumen V beschrieben

mol

o
OR,,

und ersetzt werden

av

dp = pMg
AOR,,

Das Volumen lasst sich hier gegen die Grundflache kiirzen, so dass nur die Hohe h der Séule in der Gleichung
verbleibt

pMg
dp = 2229
P="9R



Sortiert nach konstanten und variablen Ausdriicken gilt also

Mg
1) :dp=p—=dh
(1) = dp PR g

Die Lufttemperatur nimmt (mit guter Naherung fiir feuchte Luft) mit der Hohe linear ab

K
a = 0.0065—
m

Daher kann die obige Differentialgleichung des Druckes noch um eine Temperaturkompensation verbessert
werden

Mg
R (0 — ah)

Diese Gleichung lisst sich in ihrer Struktur etwas veréndern, so dass in nachfolgenden Rechnungen ein-
heitenlose Potenzen erscheinen:

dp=rp dh

Mg 1
p —_—
R0 (1— 2h)
Beide Differentialgleichungen lassen sich mittels "Trennung der Variablen’ 16sen. Der Leser oder die Leserin
moge dieses selbst nachrechnen. Die Losungen finden sich nachfolgend als ’internationale Hohenformel’

und ’exponentielle Formel” verwendet.
Als Standardtemperatur am Boden wird

(2) :dp = dh

0 =15°C = 288K

verwendet.

>thetal := 288;

Anmerkung: In Folge der Erdrotation ist der Erdbeschleunigung die Zentralbeschleunigung iiberlagert.
Die hieraus resultierende Abweichung der effektiven Erdbeschleunigung vom Normwert liegt unter 1% (der
Leser oder die Leserin priife dieses selber nach). Da aber insbesondere das Wettergeschehen einen deutlich
grofleren Einfluss auf den Luftdruck hat, sei die Erdbeschleunigung hier als konstant angenommen.



Bei konstanter Temperatur ist die Luftdichte

m

V

proportional zum Luftdruck, denn mit dem universellen Gasgesetzt (hier in der Umstellung)

v nR,,0
p
folgt
__mp
p= nR,,0
Da aber
0= 90 —ah

gilt, folgt die geringfiigig geringere Abnahme der Dichte mit der Hoéhe, verglichen mit der Abnahme des
Druckes

(3) 5 ) = - 7wl

Fiir eine Geschwindigkeitsmessung wird zumeist der Staudruck einer Stromung

1
Pstauw = 5 PU2

verwendet.

Der gemessene Staudruck kann fiir die Dichten am Boden mit der realen Geschwindigkeit und in der Héhe
beschrieben werden. Diese Gleichungen in einander eingesetzt, fiihren auf eine Gleichung der gemessenen
Geschwindigkeit in der Hohe

h
(4) Umess = M Vo
Lo

Sei nachfolgend noch die Beispielgeschwindigkeit gewahlt:

>v0 := 100;




Konstanten

Erdbeschleunigung

>g := 9.80665;

Molekiilmasse der Luft

>MLuft := 28.91e-3;

Universelle Gaskonstante

>Rm := 8.31441;

Norm-Luftdruck am Boden [k Pa]

>p0 := 101.3;

Norm-Luftdichte am Boden fiir 15°C

>rho0 = 1.223;

Standard-Temperatur am Boden

>thetal := 288;

Temperaturgradient

>a := 0.0065;

Hieraus folgen die Koeffizienten der Luftdruckfunktionen

>kt := MLuft *g /(Rm *thetal),
>1/kt ||| mll’
>ka := MLuft *g /( Rm *a)

0.000118398129932
8446.0793475 m
5.24594791082

Anmerkung:
In den nachfolgenden Gleichungen werden die Koeffizienten der Literaturangaben (nicht die, der obigen
Berechnungen) verwendet.



Luftdruckfunktionen

internationale Hohenformel
(KUCHLING, H.: Physik - Formeln und Gesetze; VEB Fachbuchverlag Leipzig; 1984)

5.255
0.0065 h)

—101.3kPa (1
b ¢ ( 283

>function f1(x) := pO0 *(1 - 0.0065 *x /288)°5.255;

exponentielle Formel
(Wikipedia)

p=101.3kPa e(~555w)

>function £f2(x) := pO *exp(-x /8435);

Hyperbelformel
(RWTH Aachen)
20000m — h
=101.3kP0 ———
b “ 20000m + h

>function £3(x) := pO *(20000 -x) /(20000 +x);




Inverse Luftdruckfunktionen

internationale Hohenformel

288 p 525 :
h= 1 (—) , pin kP
0.0065 ( 101.3kPa > pinlkPal

>function fil(x) := 288 /0.0065 *(1 -(x /p0)~(1/5.255) );

exponentielle Formel

101,3 kP
h = 8435m In (’—a>, pin [kPa)
>function fi2(x) := 8435 *1n(p0 /x);
Hyperbelformel
101.3kPa —p
h=2 —— pinl|kP
0000 013 )pa—p P IR0

>function £i3(x) := 20000 *(p0 -x) /(p0 +x);




Luftdichtefunktionen

internationale Hohenformel
(incl. Temperatureinfluss)

k 0.0065 \ >
rho = 12239 (1 _ h
m3 288

>function £d1(x) := rhoO *(1 - 0.0065 *x /288)74.255;

exponentielle Formel
(ohne Temperatureinfluss)

2
rho = 1.223 ~2 ¢(~sw5)
m

>function £d2(x) := rhoO *exp(-x /8435);

Hyperbelformel
(ohne theoretischen Hintergrund)
kg 20000m — h
rho = 1.223 -2

m? 20000m + h

>function fd3(x) := rho0O *(20000 -x) /(20000 +x);




Genauigkeitsfunktionen

Relative Abweichung der exponentiellen Druckfunktion von der internationalen Hohenformel

Aprel _ 100% pexp — Dint
DPint

>function rf2(x) := 100 *(f2(x) -f1(x)) /(f1(x));

Relative Abweichung der hyperbolischen Druckfunktion von der internationalen Hohenformel

Aprel _ 100% phyp — Pint
Pint

>function rf3(x) := 100 *(£f3(x) -f1(x)) /(f1(x));

Abweichung der exponentiellen Héhenfunktion von der internationalen Hohenformel

Ah = hezp - hint

>function afi2(x) := fi2(x) -fil(x);

Abweichung der hyperbolischen Hohenfunktion von der internationalen Hohenformel

Ah = hhyp - hint

>function afi3(x) := fi3(x) -fil(x);

Abweichung der exponentiellen Hohenfunktion von der internationalen Hohenformel abhingig von der
Hoéhe

Ah = heyp — h

>function aafi2(x) := fi2(f1(x)) -x;

Abweichung der hyperbolischen Hohenfunktion von der internationalen Hohenformel abhéngig von der
Hohe

AR = hyy, — h

>function aafi3(x) := fi3(f1(x)) -x;




Abweichung der exponentiellen Dichtefunktion von der internationalen Dichteformel abhéngig von der
Hohe

Ap _ Pexp — Pint
Pint

>function aafd2(x) := 100 *(fd2(x) -fdi(x)) /fdi1(x);

Abweichung der hyperbolischen Dichtefunktion von der internationalen Dichteformel abhéingig von der
Hohe

Ap _ Phyp — Pint
Pint

>function aafd3(x) := 100 *(£fd3(x) -fdi(x)) /fdi1(x);

Geschwindigkeitsfunktion aus der internationalen Dichtefunktion
abhéingig von der Hohe

Pint
v = Vo
V' ro

>function fvi(x) := sqrt( £di1(x) /rho0 ) *100;

Geschwindigkeitsfunktion aus der exponentiellen Dichtefunktion
abhéingig von der Hohe

v = @UO
V. Po

>function fv2(x) := sqrt( £d2(x) /rho0 ) *100;

Geschwindigkeitsfunktion aus der hyperbolischen Dichtefunktion
abhéngig von der Hohe

v = phyp Vo
V' ro

>function fv3(x) := sqrt( £d3(x) /rho0 ) *100;

Relativer Geschwindigkeitsmessfehler der internationalen Dichtefunktion abhéngig von der Hohe

Av = 100% Zint — Y0

Vo

>function aafvi(x) := 100 * (fvi(x) -v0) /vO;




Relativer Geschwindigkeitsmessfehler der exponentiellen Dichtefunktion
abhangig von der Hohe

Av = 100% ee 0
Vo

>function aafv2(x) := 100 *x (fv2(x) -v0) /vO;

Relativer Geschwindigkeitsmessfehler der hyperbolischen Dichtefunktion abhingig von der Hohe

Av = 100% —twr — 10
Vo

>function aafv3(x) := 100 * (fv3(x) -v0) /v0;




Luftdruck-Graphen

>aspect(1.5); setfont(12pt, 12cm);

>plot2d("f1", a=0, b=hmax, c=0, d=110, color=green, <frame);
>plot2d("f2", a=0, b=hmax, c=0, d=110, >add, color=blue);
>plot2d("£3", a=0, b=hmax, c=0, d=110, >add, color=gray, style="-");
>labelbox (["Hyperbel", "exponentiell", "internat."],
>styles=["-", "-", "-"],

>colors=[gray, blue, green],

>tcolor=[gray, blue, green],

>color=transparent,

>x=0.95, y=0.15, w=0.45, wt=0.6 );

>title("Luftdruck p = £( h )");

>xlabel("h [m]");

>ylabel("p [k Pal");

>insimg() ;

>aspect () ;

Luftdruck p=1{h )
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Hohen-Graphen

>aspect(1.5); setfont(12pt, 12cm);

>plot2d("fil1", a=0, b=110, c=0, d=hmax, color=green, <frame);
>plot2d("fi2", a=0, b=110, c=0, d=hmax, >add, color=blue);
>plot2d("fi3", a=0, b=110, c=0, d=hmax, >add, color=gray, style="-");
>labelbox (["Hyperbel", "exponentiell", "internat."],
>styles=["-", "-", "-"],

>colors=[gray, blue, green],

>tcolor=[gray, blue, green],

>color=transparent,

>x=0.95, y=0.15, w=0.45, wt=0.6 );

>title("Héhe h = £( p )");

>xlabel("p [k Pal");

>ylabel("h [m]");

>insimg() ;

>aspect () ;

Hohe h=1f(p)
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Dichte-Graphen

>aspect(1.5); setfont(12pt, 12cm);

>plot2d("fd1", a=0, b=hmax, c=0, d=1.4, color=green, <frame);
>plot2d("fd2", a=0, b=hmax, c=0, d=1.4, >add, color=blue);
>plot2d("fd3", a=0, b=hmax, c=0, d=1.4, >add, color=gray, style="-");
>labelbox (["Hyperbel", "exponentiell", "internat."],
>styles=["-", "-", "-"],

>colors=[gray, blue, green],

>tcolor=[gray, blue, green],

>color=transparent,

>x=0.95, y=0.15, w=0.45, wt=0.6 );

>title(u"Luftdichte &rho; = £f( h )");

>xlabel("h [m]");

>ylabel(u"&rho; [kg / m~3]");

>insimg() ;

>aspect () ;

Luftdichte p=1{h )
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Geschwindigkeits-Graphen

>aspect(1.5); setfont(12pt, 12cm);

>plot2d("fv1", a=0, b=hmax, c=0, d=100, color=green, <frame);
>plot2d("fv2", a=0, b=hmax, c=0, d=100, >add, color=blue);
>plot2d("fv3", a=0, b=hmax, c=0, d=100, >add, color=gray, style="-");
>labelbox (["Hyperbel", "exponentiell", "internat."],
>styles=["-", "-", "-"],

>colors=[gray, blue, green],

>tcolor=[gray, blue, green],

>color=transparent,

>x=0.95, y=0.15, w=0.45, wt=0.6 );
>title("Geschwindigkeitsmessung v = £( h )");

>xlabel("h [m]");

>ylabel("v [%]1");

>insimg(); ...

>aspect () ;

Geschwindigkeitsmessung v = f( h )
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Genauigkeits-Graphen des Druckes

>aspect(1.5); setfont(12pt, 12cm);

>plot2d("rf2", a=0, b=hmax, c=-100, d=100, color=blue, <frame);
>plot2d("rf3", a=0, b=hmax, c=-100, d=100, >add, color=gray, style="-");
>labelbox (["Hyperbel", "exponentiell"],

>styles=["-", "-"],

>colors=[gray, bluel,

>tcolor=[gray, bluel,

>color=transparent,

>x=0.7, y=0.05, w=0.45, wt=0.6 );

>title(u"rel. Druckabweichung &Delta;p_rel = f( h )");
>xlabel("h [m]");

>ylabel(u"&Delta;p_rel [%1");

>insimg() ;

>aspect () ;

rel. Druckabweichung Ap_rel =f( h )
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Genauigkeits-Graphen der Hohe (abhingig vom Druck)

>aspect(1.5); setfont(12pt, 12cm);

>plot2d("afi2", a=0, b=100, c¢=-1000, d=4000, color=blue, <frame);
>plot2d("afi3", a=0, b=100, c¢=-1000, d=4000, >add, color=gray, style="-");
>labelbox (["Hyperbel", "exponentiell"],

>styles=["-", "-"],

>colors=[gray, bluel,

>tcolor=[gray, bluel,

>color=transparent,

>x=0.70, y=0.05, w=0.45, wt=0.6 );

>title(u"abs. Hohenabweichung &Delta;h = £( p )");

>xlabel("p [k Pal");

>ylabel(u"&Delta;h [m]");

>insimg() ;

>aspect () ;
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Genauigkeits-Graphen der Hohe (abhingig von der Hohe)

>aspect(1.5); setfont(12pt, 12cm);

>plot2d("aafi2", a=0, b=hmax, c=-1000, d=4000, color=blue, <frame);
>plot2d("aafi3", a=0, b=hmax, ¢=-1000, d=4000, >add, color=gray, style="-");
>labelbox (["Hyperbel", "exponentiell"],

>styles=["-", "-"],

>colors=[gray, bluel,

>tcolor=[gray, bluel,

>color=transparent,

>x=0.7, y=0.05, w=0.45, wt=0.6 );

>title(u"abs. Hohenabweichung &Delta;h = £( h )");

>xlabel("h [m]");

>ylabel(u"&Delta;h [m]");

>insimg() ;

>aspect () ;

abs. Hihenabweichung Ah =1f( h )
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Genauigkeits-Graphen der Dichte

>aspect(1.5); setfont(12pt, 12cm);

>plot2d("aafd2", a=0, b=hmax, c=-20, d=20, color=blue, <frame);
>plot2d("aafd3", a=0, b=hmax, c=-20, d=20, >add, color=gray, style="-");
>labelbox (["Hyperbel", "exponentiell"],

>styles=["-", "-"],

>colors=[gray, bluel,

>tcolor=[gray, bluel,

>color=transparent,

>x=0.7, y=0.05, w=0.45, wt=0.6 );

>title(u"rel. Dichteabweichung &Delta;&rho;_rel = £( h )");
>xlabel("h [m]");

>ylabel (u"&Delta;&rho;_rel [%1");

>insimg() ;

>aspect () ;

rel. Dichteabweichung Ap_rel=1fh )
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Genauigkeits-Graphen der Geschwindigkeit

>aspect(1.5); setfont(12pt, 12cm);

>plot2d("aafvi", a=0, b=hmax, c=-100, d=0, color=green, <frame);
>plot2d("aafv2", a=0, b=hmax, c=-100, d=0, >add, color=blue, <frame);
>plot2d("aafv3", a=0, b=hmax, c=-100, d=0, >add, color=gray, style="-");
>labelbox (["Hyperbel", "exponentiell", "international"],
>styles=["-", "-", "-"],

>colors=[gray, blue, green],

>tcolor=[gray, blue, green],

>color=transparent,

>x=0.85, y=0.05, w=0.45, wt=0.6 );

>title(u"rel. Geschwindigkeitsabweichung &Delta;v_rel = £( h )");
>xlabel("h [m]");

>ylabel (u"&Delta;v_rel [%]");

>insimg() ;

>aspect () ;

rel. Geschwindigkeitsabweichung Av_rel =f( h )
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Berechnungstests

>h:=10000;

Luftdruck

>f1(h),
>f2(h),
>£f3(h)

26.4145962907
30.95564773
33.7666666667

Abweichung von der int. Hohenformel

>Dp2
>Dp3

rf2(h) | n %n’
I‘fS(h) | n %n

17.1908022343 ¥,
27.833362642 7,

Hohe abhangig vom Druck

>p := 100;
>fil(p),
>fi2(p),
>fi3(p)

108.769819103
108.948360123
129.160457029

Hohenfehler

>Dh2 = afi2(p),
>Dh3 afi3(p)

0.17854102012
20.3906379261

Hohenfehler



>h := 1000;
>DDh2 = aafi2(h),
>DDh3 = aafi3(h)

11.8736589837
198.176570429

Dichte
>rhol = £d1(h),
>rho2 = fd2(h),
>rho3 = £d3(h)

1.10979307406
1.08627369526
1.10652380952

Geschwindigkeitsmessung

>fvi(h),
>fv2(h),
>fv3(h)

95.2593857038
94.2445842582
95.1189731211

Geschwindigkeitsfehler

>aafvi(h),
>aafv2(h),
>aafv3(h)

-4.74061429622
-5.75541574179
-4.88102687887



