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1 Tilgungsarten

1.1 Ratentilgung

Bei der Ratentilgung wird eine Schuld durch regelmafBige, konstante Tilgung, bei zusatzli-
cher Zahlung der Zinsen getilgt.

Es seien:
p: Der Zinssatz, bezogen auf einen Abrechnungsabschnitt
Pn: Der Nominalzinssatz
u: Die Anzahl der Abrechnungen im Nominalzinszeitraum
i Die Anzahl der bisherigen Abrechnungen
r: Die Rate (konstante Tilgung)
Ki: Die Kapitalschuld nach der i-ten Abrechnung
VAR Der Zins der i-ten Abrechnung
Ai Zahlung; Annuitat (=Zins+Rate) der i-ten Abrechnung

Si: Zinssumme bis einschlieBlich zur i-ten Abrechnung
und auBerdem

i, ue N\o}, p=RN.
dann gilt:
1.1.1 Ratentilgung, postnumerando

Die Zahlungen erfolgen nach der Zinsberechnung (bankublich)
Ki=Ko—ir
Zi=(Ko-(i-1)r)p
Ai=r+(Kg—-(i-1)r)p

Si=(Koi-5(@-Dr)p

1.1.2 Ratentilgung, pranumerando

Die Zahlungen erfolgen vor der Zinsberechnung (theoretisch)
Ki=Ko—ir
Zi=(Kg—ir)p
Ai=r+(Ky—ir)p

Si=(Koi-5(@+)r)p
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1.2 Annuitatentilgung

Bei der Annuitatentilgung wird eine Schuld durch regelméaBige, konstante Zahlung, bei vor-
rangiger Anrechnung der Zahlung auf die Zinsen getilgt.

Es seien:
p: Der Zinssatz, bezogen auf einen Abrechnungsabschnitt
pn: Der Nominalzinssatz
u: Die Anzahl der Abrechnungen im Nominalzinszeitraum
i: Die Anzahl der bisherigen Abrechnungen
ri: Die Tilgung (=Annuitat-Zins)
Ki: Die Kapitalschuld nach der i-ten Abrechnung
Zi Der Zins der i-ten Abrechnung
A: Die Annuitat (=konstante Zahlung)
Si: Zinssumme bis einschlieBlich zur i-ten Abrechnung

und auBerdem
iue N\{0}, p=pTN , 9=p+1
dann gilt:

1.2.1 Annuitatentilgung, postnumerando

Die Zahlungen erfolgen nach der Zinsberechnung (bankublich)
Ki: KO q’—A qT
Zi=(Kg p-A) q"1 +A

ri=(Kg p-A) g1

Si=(Kop-A) %L

o +A |

1.2.2 Annuitatentilgung, pranumerando
Die Zahlungen erfolgen vor der Zinsberechnung (theoretisch)

g1
g-

Ki=Ko q'-Aq
Zi=(Kog-A) g +A
I’I'Z(Ko %—A)q’

Si=(Kop-Aq) T +Ai
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2 Ertrags- und Kostenfunktion

Im Bereich der Finanz'mathematik' ist es Ublich von einer unendlichen Welt auszugehen,
in der unbegrenztes Wachstum moglich ist. Diese Betrachtungsweise wird im Folgenden
Ubernommen, wenn auch nicht vertreten! Des Weiteren seien Produktionsmengen als
stetig angenommen, was sie ja keineswegs immer sind.

Es seien
X: Produktionsmenge
E: Ertrag
K: Kosten
G: Gewinn
2.1 Ertrag E

Der Ertrag E einer Produktion wird als proportional zur Produktionsmenge x angenommen,
so dass gilt:

I E=mx, mit m=const.

2.2 Kosten K

Die Kosten K werden (zumeist) als eine Polynomfunktion 3.Grades der Produktionsmenge
X angenommen, geman:

Il K:a3x3+32X2+a1x+ao, darin heiBt ao,: Fixkosten

2.3 Nutzenschwelle und Nutzengrenze

Der Gewinn (=Nutzen) einer Produktion ergibt sich dann als die Differenz aus Ertrag E
und Kosten K mit

" G=E-K

so dass die Produktionsmengen xy fur die weder Verlust (G<0) noch Gewinn (0<G) entste-
hen, als Nullstellen xy der Differenzfunktion (lll) berechenbar sind. Dabei hei3t (soweit
existent)

die kleinste positive Nullstelle xn, : Nutzenschwelle und
die nachfolgende Nullstelle xyo : Nutzengrenze.

2.4 Stuckkosten Ks;

Die Kosten Ks;: (engl.: average cost) fur die Produktion eines Stuckes (als ob nur diskrete
Produktionsmengen moglich waren) ergeben sich aus den Gesamtkosten K geteilt durch
die Anzahl x (x ist hier plotzlich diskret — es lebe die Systematik) der produzierten Stucke,
demnach:

v Ksrzé,mitmto.

2.5 Differenzialkosten K’

Unter der Annahme einer stetigen Produktion lassen sich die Kostenanderungen dK fur
beliebig kleine Produktionsmengenanderungen dx als Ableitung der Kostenfunktion K nach
der Produktionsmenge x angeben:
/ _ dK
Vv K' =gy also
K/:3a3x2+2azx+ a4

Der Funktionswert dieser Ableitung der Kostenfunktion heiBt dann 'Differentialkosten’
(engl.: marginal cost).
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2.6 Betriebsoptimum Xop:

Die Produktionsmenge Xxopn, bei der es unerheblich ist, ob die Produktion stetig oder
diskret erfolgt, d.h.: die Stuckkosten Ks: und die Differenzialkosten K’ gleich sind, heiBt
'‘Betriebsoptimum’', es wird zur Optimierung in Monopolen verwendet. Es gilt hierfur die
Bedingung:

a .
VI agx2+apx+aq + 5 =3azx2 +2apx+ay, und somit
a
0= 2a13x2 +aoXx-— TO

Dies soll dem Minimum der Stuckkosten entsprechen, also gleich mit der Bedingung
/_
Ks¢=0
sein.

2.7 Nutzenmaximum Xmax

Wird der Gewinn G, d.h.: die Differenz aus Ertrag E und Kosten K maximal, so heiB3t die
zugehbdrige Produktionsmenge Xmax Nutzenmaximum.

Es gilt die notwendige Bedingung:

VII 0=G, also

0=-3agx? —2apx+m-ay
und die hinreichende Bedingung (fur Maxima):

VIII G <0, also
—633X— 2&2 <0
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3 Der Kapitalwert und seine Anwendungen

3.1 Verwendete Bezeichnungen

Annuitat (regelmaBBige konstante Zahlung)
Auszahlung

Gewichtungsfaktor (Anteil des Eigenkapitals)
Abschreibungsbetrag

Kapital; Kapitalwert

Saldo (Differenz aus Auszahlung und Einzahlung)
Einzahlung

Gewinn

Zinssatz

Kredit (siehe Kapital C)

Anzahl der Abrechnungen; 'Nutzungsdauer'
Wachstumsfaktor

Restwert

Zinssatz; Interner Zinsfu3; Rendite
Steuersatz

Anzahl der Abrechnungen (siehe n)

Tilgung

Zinszahlung

NDd2 23323 x7022Q»8 8 >

3.2 Berechnungen

Kapitalwert

Co= Cn%
i
Co=A~gT gn
COges:ZCO
n_ —
Der Kehrwert des Faktors qq_11 # hei3t Kapitalwiedergewinnungsfaktor qq,,j1 qn

Optimale Nutzungsdauer

Coges ~ Max; dann = n:=t

'PayOff' Nutzungsdauer

Interner ZinsfufB3

Coges =0; dann = j:=r

Mischfinanzierung

Der Zinssatz wird als arithmetische Mittel aller Zinssatze angesetzt
I= aiEj genKapital + (1-a)i FremdKapital
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Gewinn nach Steuer

G=d-s(d-Apst)

Zinssatz unter Berucksichtigung des Steuersatzes

is=(1-9)i

Rendite

_ G
r'=-ag
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