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0 Fehlerfortpflanzung

Wird aus gemessenen GroRen eine weitere GroRe errechnet, so verursachen
die Messungenauigkeiten (die Messfehler) auch Ungenauigkeiten in der be-
rechneten GréofRe. Zur Beschreibung dieses Phanomens wird der Begriff Feh-

lerfortpflanzung gebildet.

Beispiel: Soll etwa die Flache eines rechteckigen Tisches ermittelt
werden, so folgt aus der Gleichung der Flache A eines Rechtecks mit
der Lange / und der Breite b: A=I/b, dass die Messungenauigkeiten
aus sowohl der Lange, wie auch der Breite, in die Berechnung der

Flache eingehen (sich also dorthin fortpflanzen).

In diesem Zusammmenhange ergeben sich zwei Fragen. Zum Einen stellt sich
die Frage nach der Ermittlung der Messungenauigkeiten in gemessenen Gro-
Ren. Zum Anderen ist die Frage nach den Auswirkungen der Messungenauig-

keiten auf die zu ermittelnde GroRe zu beantworten.

Die Messungenauigkeiten, die Fehler der gemessenen GrofRen, werden auch
als Eingangsfehler bezeichnet. lhre Ermittlung wird im ersten folgenden Ab-

schnitt betrachtet.

Die Ungenauigkeit, der Fehler der berechneten GroRe, ergibt sich aus funkti-
onstheoretischen Uberlegungen iber die Eingangsfehler. Dieser Fehler wird
in den nachfolgenden Kapiteln 2 und 3 auf unterschiedliche Arten betrachtet.
Dabei wird bewusst eine gleichartige (teilweise kopierte) Darstellung gewahlt,
so dass auch nur eines, der Kapitel betrachtet werden kann.

Im Kapitel 2 wird der maximale absolute Fehler betrachtet. Die beschriebene
Vorgehensweise ist besonders fur 'schnelle' Betrachtungen, etwa fur Labor-

ubungen verschiedenster Studiengange sinnvoll.

Die, im Kapitel 3 beschriebene Vorgehensweise, zur Ermittlung des Gauss-
Fehlers ist besonders fur weitere, statistische Auswertungen geeignet. Die
Wahrscheinlichkeiten bestimmter Messdaten werden angebbar. Hier lassen
sich dann auch die Methoden der Qualitatskontrolle und Produktionssicherung

anschlieRen.

Dieser Text — von 1996 — wurde zuletzt 2023 Uberarbeitet, er darf frei verwen-

det werden, sofern er nicht modifiziert wird und die Quelle angegeben wird.
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1 Eingangsfehler

Werden beliebige Grolen gemessen, so enthalten die gemessenen Daten Un-
genauigkeiten, die als Messfehler bezeichnet werden. Diese Messfehler ent-
stehen durch vielerlei Einflisse, von schlechten Versuchsaufbauten bis zu na-

turlichen Variationen.

Auf die 'natlrlichen Variationen' ist eine besondere Aufmerksamkeit zu
richten. Alle gemessenen Daten streuen um ihren Mittelwert nach einer statis-
tischen Dichtefunktion. Eine derartige Datenstreuung ist folglich ein Charak-
teristikum korrekt erhobener Daten. Falschlich erhobene oder manipulierte
Daten folgen nicht einer solchen Dichtefunktion! Ein statistischer Test auf zu-

fallige Datenverteilung ist also ein sinnvoller Beginn einer Datenauswertung.’
Insbesondere (aber nicht ausschliel3lich) entstehen die Messfehler aus

> Ungenauigkeiten in Folge der Anzeige- und Ablesegenauigkeit in

Messgeraten
Nicht berlcksichtigten Variablen

Natlrlichen Schwankungen der Eigenschaften von Objekten (Zufall

als quantenmechanisches Prinzip, vgl. auch Zentraler Grenzwertsatz)

Die Messfehler kbnnen sowohl als absolute Fehler, wie auch als relative Feh-

ler angegeben werden.

Absolute Fehler sind Fehler, die Uber die Abweichungen erhobener Messda-
ten vom Mittelwert dieser Daten beschrieben werden. Dabei werden diese
Messwertabweichungen ohne Berlcksichtigung ihrer Vorzeichen — also abso-

lut — angegeben.

Beispiel: Ein Mallband zur Langenmessung sei mit Markierungen in
Abstanden von 1mm versehen. Die Ablesegenauigkeit ist daher auf
etwa 0,5mm begrenzt. Es werden Messdaten auf ganzzahlige Anga-
ben in [mm] gerundet. Das Vorzeichen des Messfehlers lasst sich

nicht angeben. Der absolute Fehler ist also

Al=0,5mm.

'vgl. GusTav GRONNAs: 'Statistik und Wahrscheinlichkeit — leicht gemacht', 2. erw. Auflage,
tredition, Ahrensburg, 2024
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Relative Fehler sind Fehler, die Uber das Verhaltnis aus dem absoluten Fehler
und dem Messmittelwert — also relativ — beschrieben werden. Diese Fehleran-
gabe erfolgt haufig in [%].
Beispiel: Ein Spannungsmesser trage die Genauigkeitsangabe '1%
vom Maximalwert'. In einem Spannungsmessbereich bis 1000V ergibt

sich damit ein Messfehler von
AU=1%1000V
AU=10V.

1.1 Ermittlung der Eingangsfehler

Die Eingangsfehler einer Messung lassen sich haufig aus den bekannten
Genauigkeiten der verwendeten Messgerate abschatzen. Eine solche Ab-
schatzung ist allerdings nicht notwendigerweise hinreichend sicher, also mdég-

licherweise zu grob oder auch zu optimistisch.

Ist daher eine Eingrenzung der Eingangsfehler erforderlich, so sind die Me-
thoden der Statistik anzuwenden. Zunachst wird die Frage geklart, ob eine
bestimmte Genauigkeit erforderlich ist, oder ob die Genauigkeit nur ermittelt

werden soll...

In studentischen 'Laboribungen' werden im Allgemeinen nur wenige Messun-
gen durchgefuhrt. Hier kann nur die Frage nach der erreichten Genauigkeit

gestellt (und beantwortet) werden.

Ist hingegen eine bestimmte Messgenauigkeit gefordert, so muss zunachst
die Anzahl erforderlicher Messungen errechnet werden. Nach Durchfuhrung
der Messungen wird dann die tatsachlich erreichte Genauigkeit ermittelt.

1.2 Ermittlung der erforderlichen Anzahl Messungen

Da niemals alle Einflisse auf gemessene Grolken eingegrenzt werden
kdnnen, muss eine geringe Unwagbarkeit, eine Unsicherheit der Aussage, als
Bestandteil der Untersuchung akzeptiert werden. Hierfir wird im Allgemeinen
eine Aussagesicherheit von 95% (das Signifikanzniveau) gewahlt, so dass die
Wahrscheinlichkeit eines Irrtums 5% ist. In seltenen Fallen wird auch eine

groRere Aussagesicherheit (etwa 99%) gewahlt.
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Fur die 95%-ige Aussagesicherheit ergibt sich aus statistischen Uberlegungen
far einen relativen Messfehler Ap die Anzahl erforderlicher Messungen n unge-

fahr zu?

1

nzﬁ.

Anmerkung: Ist vorab bereits ein ungefahres Messergebnis abschatzbar, kann
die Anzahl der Messungen um etwa den Faktor 10 verkleinert werden.

Beispiel: Die 'Schichtdicke' eines Halbleiterkristalls solle auf 1% ge-

nau gemessen werden. Es ergibt sich die Anzahl der Messungen zu

n~=10000.

1.3 Ermittlung der erreichten Genauigkeit

Liegen aus einer Untersuchung Messdaten vor, konnen diese Daten einer
Analyse unterzogen werden und zumindest der (arithmetische) Mittelwert x
und die Standardabweichung xs errechnet werden. Die Messdaten streuen
dann so um den Mittelwert, dass etwa 95% aller Daten (vgl.
Signifikanzniveau) innerhalb des Intervalls liegen, das um den Mittelwert um
die 2-fache Standardabweichung nach unten und nach oben begrenzt wird.?

Fur dieses Signifikanzniveau ergibt sich damit die relative Messgenauigkeit zu
Xs
Ap:27.
Die Messdaten streuen also um den Mittelwert gemaf
Xmess =X *2 Xs.

Alternativ zu diesem Vorgehen kann einfach das Intervall vom minimalen zum

maximalen Messwert angegeben werden:

X € [Xmin; Xmax].
Dieses erlaubt eine ungefahre Abschatzung der Messgenauigkeit, allerdings
mit einer unbekannten (und moglicherweise sehr geringen)

Aussagesicherheit.

2vgl. GusTAav GRONNAS: 'Statistik und Wahrscheinlichkeit — leicht gemacht', 2. erw. Auflage,
tredition, Ahrensburg, 2024
*Die genaue Zahl ist z=1,959
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Beispiel: Die 'Schichtdicke' eines Halbleiterkristalls wurde gemessen

mit xe{1,02;1,08;0,98}. Es ergeben sich

der Mittelwert x=1,027

und die Standardabweichung xs=0,03559

Das Intervall 'vertrauenswurdiger' Messdaten ergibt sich hiermit zu

x €[0,9558;1,098] und daher auf

0,03559
Ap=2—1557

Ap=6,9% genau.
Das Minimum-Maximum-Intervall
x<[0,98;1,08]

tauscht hier eine Genauigkeit von

Ap=4,9% vor.
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2 Fehler erster Ordnung

2.0 Vorbetrachtung

Aus der Definition der Steigung m einer Geraden g:R— R;y=mx+b , mit

2 = m folgt nach Multiplikation mit Ax
Ay =m AX.

Ein analoges Vorgehen fir eine beliebige differenzierbare Funktion
f:R—R;y=Af(x) liefert dann fir 'kleine' Anderungen des Argumentes Ax die zu-

gehorige Anderung des Funktionswertes Ay:
Ay =y Ax,
bzw. fir eine Funktion in mehreren Variablen f:R" —R; y=1fixq; x2; ...; Xxn) (vgl.

TavLorpolynome):

of

of of
Ay = X1 Axq + X3 Axo + ... + oxn AXn .

Das heillt: Die Anderung des Funktionswertes Ay lasst sich fiir eine bestimmte

kleine Anderung Ax des Argumentes ndherungsweise leicht angeben.

Koénnen nun in praktischen Anwendungen Argumente nur mit einer bestimm-
ten Genauigkeit angegeben werden, so ist es moglich, den daraus entstehen-
den Fehler in der Berechnung des Funktionswertes zu ermitteln. Da der Argu-
mentfehler jedoch nur ohne Kenntnis seines Vorzeichens eingegrenzt werden
kann, muss auch fur die Ermittlung des Funktionswertefehlers auf die Vorzei-

chenangabe verzichtet werden. Also:

Ay <

of of of
|+ | Zoaxg| + ot | ok

oder kurz:

f
of
Ay < i:Z1 a_x,-AX/

Da hier nur die erste Ableitung der Funktion betrachtet wird, heif3t der hier be-

trachtete Fehler auch 'Fehler erster Ordnung'.

Aus den obigen Kurzbetrachtungen ergibt sich das folgende praktische Vorge-

hen zur Ermittlung des maximalen absoluten Fehlers:

2023-12-26Seite 6 von 13



2.1

GusTav GRONNAS — www.gustav-gronnas.de — 'Fehlerrechnung' — Fehler erster Ordnung

Ermittlung des Funktionswertes

An der Stelle, an der der Fehler ermittelt werden soll, wird zunachst der Funk-

tionswert ermittelt.

2.2

Beispiel: Die Flache A eines Rechtecks der Lange /=1,5m+0,1m und

der Breite b=1,4m+0,05m solle einschlielRlich ihres Fehlers ermittelt

werden.

Fur die Flache A gilt:

A=1Ib, somit ist

A=1,5m1,4m

A=21m2.

Bildung aller partiellen Ableitungen der Funktion

Die Funktion f wird nach allen Variablen x; abgeleitet (das heift: Die Jacosi-

Matrix wird gebildet).

2.3

Beispiel: Da die Flache A eine Funktion A=f(/;b) der Variablen / und b

ist, wird f nach / und nach b abgeleitet:

of _
ar =b

of _
und 5 = -

Als Jacosi-Matrix geschrieben ergibt sich daher:

Al=(b; 1)

Berechnung des maximalen absoluten Fehlers

Nach Abschnitt 2.0 ergibt sich der Fehler Ay fur f: R" - R;y=f(xq;...;xn) zu

Ay <

of of of

EAX»]‘ + %sz‘ + ...+ mAXn|,

Beispiel: Der maximale absolute Fehler wird berechnet:
of of

A < | DAl +[ZLab|

AA <|b All + |1 Ab|

AA<[1,4m 0,1m| + [1,5m 0,05m|

AA <0,215m?2
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2.4 Berechnung des relativen Fehlers

Im Allgemeinen ist nicht der Absolutbetrag des Fehlers von Bedeutung, son-
dern der Fehler bezogen auf den Funktionswert. Es wird also der Absolutbe-
trag des Quotienten des Fehlers durch den Funktionswert — der relative Feh-
ler r — gebildet:

r=|%.

Beispiel: Die Flache wurde ermittelt zu

A=2,1m?

mit einem maximalen absoluten Fehler

AA <0,215m2,

Damit ergibt sich der relative Fehler:

-1

_]0,215m2
] 2,1m2

r=0,1024

r=10,24%

Zusammengefasst ergibt sich die Flache A des Rechtecks mit
A=2,1m?+0,215m?

auf r=10,24% genau. $
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3 Gauss-Fehler

3.0 Vorbetrachtung

Aus der Definition der Steigung m einer Geraden g:R— R;y=mx+b , mit

2 = m folgt nach Multiplikation mit Ax
Ay =m AX.

Ein analoges Vorgehen fir eine beliebige differenzierbare Funktion
f:R—R;y=Af(x) liefert dann fir 'kleine' Anderungen des Argumentes Ax die zu-

gehorige Anderung des Funktionswertes:
Ay =y Ax,

bzw. fir eine Funktion in mehreren Variablen f: R" — R; y=fixq; x2; ...; Xn):
Ay = %Am + %sz + ...+ %Axn .

Das heilt: Die Anderung des Funktionswertes Ay lasst sich fiir eine bestimmte
kleine Anderung Ax des Argumentes naherungsweise leicht angeben (vgl.

TavLorpolynome).

Koénnen nun in praktischen Anwendungen Argumente nur mit einer bestimm-
ten Genauigkeit angegeben werden, so ist es moglich, den daraus entstehen-
den Fehler in der Berechnung des Funktionswertes zu ermitteln. Da der Argu-
mentfehler jedoch nur ohne Kenntnis seines Vorzeichens eingegrenzt werden
kann, muss auch fur die Ermittlung des Funktionswertefehlers auf die Vorzei-

chenangabe verzichtet werden.
C. F. Gauss liefert eine Losung dieser Problemstellung:

Wie in der Ermittlung der Standardabweichung, lassen sich Vorzeichen mittels
eines Quadrierens entfernen. Im Gegensatz zum Absolutbetrag* abs( ) gibt es
fir Potenzen Gegenoperationen, so dass ein Potenzieren mit 2 Uber die Ge-
genoperation der 2-ten Wurzel umgekehrt werden kann...

Uber eine Addition der Quadrate der Fehler einzelner GroRen und ein an-
schlieBendes Radizieren, wird zudem ein geometrisches Abstandsmal} ver-
wendet (vgl. Eukuibische Norm), das auch schon zur Definition der

‘vgl. GusTav GRONNAs: 'Schnellkurs Gleichunglésen', 2. Auflage, tredition, Ahrensburg,
2024
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Standardabweichung verwendet wurde und so der statistischen Methodik

folgt.

Der resultierende Fehler aus mehreren Messgrof3en mit Einzelfehlern ergibt

sich also als mittlerer quadratischer Fehler, oder Gaussscher Fehler zu:
2 2 2
— of of of
Ay = /((an Ax1) +(8x2 sz) +...+(8XnAxn) ),

kurz mittels Summenzeichen geschrieben:

= (3 ()

Aus den obigen Kurzbetrachtungen ergibt sich das folgende praktische Vorge-

hen zur Ermittlung des mittleren quadratischen Fehlers:

3.1 Ermittlung des Funktionswertes

An der Stelle, an der der Fehler ermittelt werden soll, wird zunachst der Funk-

tionswert ermittelt.

Beispiel: Die Flache A eines Rechtecks der Lange /=1,5m+0,1m und
der Breite b=1,4m+0,05m solle einschlielRlich ihres Fehlers ermittelt

werden.

Fur die Flache A gilt:
A=Ib, somit
A=1,5m1,4m
A=2,1m?.

3.2 Bildung aller partiellen Ableitungen der Funktion

Die Funktion f wird nach allen Variablen x; abgeleitet (das heift: Die Jacosi-
Matrix wird gebildet).
Beispiel: Da die Flache A eine Funktion A=f(/;b) der Variablen / und b

ist, wird f nach / und nach b abgeleitet:

of _ of _
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Als Jacosi-Matrix geschrieben ergibt sich daher:

Al=(b; 1)

Berechnung des Gauss-Fehlers

Nach Abschnitt 3.0 ergibt sich der quadratische Fehler Ay fur Funktionen in

mehreren Variablen f:R" — R;y=f(xq;...;xn) ZU

3.4

2 2 2
Ay:\/((%AX1) +(%AX2) +...+(%AXn) ),
Beispiel: Der quadratische Fehler wird berechnet:
AA = /( AN +(ZLab)?)

aA = [((b A1 + (1 ab)?)

aA = /((1,4m0,1m)2 +(1,5m 0,05m)?)

AA =0,1588m?2.

Berechnung des relativen Fehlers

Im Allgemeinen ist nicht der mittlere quadratische Fehler von Bedeutung, son-

dern der Fehler bezogen auf den Funktionswert. Es wird also der Absolutbe-

trag des Quotienten des Fehlers durch den Funktionswert — der relative Feh-

ler r — gebildet:

Beispiel: Die Flache wurde ermittelt zu
A=2,1m?

mit einem mittleren quadratischen Fehler
AA =0,1588m?2.

Damit ergibt sich der relative Fehler:
=14

re 0,1588m?
2,1m?2

r=0,0756
r=7,56%
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Zusammengefasst ergibt sich die Flache A des Rechtecks mit
A=2,1m2+0,1588m?2

auf r=7,56% genau. $
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